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เฉลยการบ้านคร้ังที่ 10 

9.11   สิง่ที่เราตอ้งในการแกปั้ญหาขอ้นีค้ือ displacement ของ wave  ใน rectangular membrane 

โจทยก์ าหดใหว้า่ผล displacement ที่เกิดจาก superposition ของ waves ที่สะทอ้นจากขอบตา่ง ๆ ของ membrane 

เขียนไดเ้ป็น 

𝑧 =  𝐴1𝑒𝑖[𝜔𝑡−(𝑘1𝑥+𝑘2𝑦)] + 𝐴2𝑒𝑖[𝜔𝑡−(𝑘1𝑥−𝑘2𝑦)] + 𝐴3𝑒𝑖[𝜔𝑡−(−𝑘1𝑥−𝑘2𝑦)] + 𝐴4𝑒𝑖[𝜔𝑡−(−𝑘1𝑥+𝑘2𝑦)]       (1) 

โดยอาศยั bc แรก ท่ีกลา่ววา่  

(1)  z = 0  at  x = 0; 

สมการท่ี (1)   เขยีนไดเ้ป็น 0 = 𝐴1𝑒−𝑖𝑘2𝑦 + 𝐴2𝑒𝑖𝑘2𝑦 + 𝐴3𝑒+𝑖𝑘2𝑦 + 𝐴4𝑒−𝑖𝑘2𝑦 

0 = (𝐴1 + 𝐴4)𝑒−𝑖𝑘2𝑦 + (𝐴2 + 𝐴3)𝑒𝑖𝑘2𝑦 

สมการขา้งตน้จะเป็นจรงิไดเ้มื่อสมัประสทิธ์ิแตล่ะตวัเป็นศนูย ์ ดงันัน้ 

𝐴1 = −𝐴4   และ   𝐴2 = −𝐴3    (2) 

(2) z = 0  at  y = 0; 

สมการท่ี (1)   เขยีนไดเ้ป็น 0 = 𝐴1𝑒−𝑖𝑘1𝑥 + 𝐴2𝑒−𝑖𝑘1𝑥 + 𝐴3𝑒+𝑖𝑘1𝑥 + 𝐴4𝑒+𝑖𝑘1𝑥 

0 = (𝐴1 + 𝐴2)𝑒−𝑖𝑘1𝑥 + (𝐴3 + 𝐴4)𝑒𝑖𝑘1𝑥 

สมการขา้งตน้จะเป็นจรงิไดเ้มื่อสมัประสทิธ์ิแตล่ะตวัเป็นศนูย ์ ดงันัน้ 

𝐴1 = −𝐴2   และ   𝐴3 = −𝐴4    (3) 

จากสมการท่ี (2) และ (3) เราพบวา่ 𝐴1 = −𝐴2 = 𝐴3 = −𝐴4   (4) 

 

 ผลจากสมการท่ี (4)  ท าใหส้มการท่ี (1)  เขียนไดเ้ป็น 

 𝑧 =  𝐴1𝑒𝑖𝜔𝑡(𝑒𝑖[−(𝑘1𝑥+𝑘2𝑦)] + 𝑒𝑖[−(𝑘1𝑥−𝑘2𝑦)] + 𝑒𝑖[−(−𝑘1𝑥−𝑘2𝑦)] + 𝑒𝑖[−(−𝑘1𝑥+𝑘2𝑦)]       )  

       = 𝐴1𝑒𝑖𝜔𝑡[2 cos(𝑘1𝑥 + 𝑘2𝑦) − 2 cos(𝑘1𝑥 − 𝑘2𝑦)] 

      = −4𝐴1𝑒𝑖𝜔𝑡[sin 𝑘1𝑥 sin 𝑘2𝑦]    (5) 

จาก bc ที่สอง  z = 0 @ x = a และ y = b 

 สมการท่ี (5)  เป็นจรงิเมื่อ  𝑘1𝑎 = 𝑛1𝜋    → 𝑘1 =
𝑛1𝜋

𝑎⁄  
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และในท านองเดยีวกนั    𝑘2𝑏 = 𝑛2𝜋    → 𝑘2 =
𝑛2𝜋

𝑏⁄  

และค าตอบของ displacement ในรูปของจ านวนจรงิเขียนไดเ้ป็น 

       z = −4𝐴1[sin 𝑘1𝑥 sin 𝑘2𝑦] cos 𝜔𝑡  

 เมื่อ  𝑘1 =
𝑛1𝜋

𝑎⁄   และ   𝑘2 =
𝑛2𝜋

𝑏⁄     # 

 

 

9.12     ตอ้งการแสดงใหเ้ห็นวา่    𝑁 =
𝑁0

1−𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄  

 เนื่องจากจ านวน oscillators ทัง้หมดหาไดจ้าก 

 𝑁 = ∑ 𝑁𝑛𝑛 = 𝑁0 + 𝑁0𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ + 𝑁0𝑒−2ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ + ⋯  (1) 

คณูทัง้สองขา้งของสมการดว้ย  𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄  

 𝑁𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ = 𝑁0𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ + 𝑁0𝑒−2ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ + 𝑁0𝑒−3ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ + ⋯ (2) 

(1) - (2):                                      𝑁(1 − 𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ ) = 𝑁0 

 

𝑁 =
𝑁0

1 − 𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄
 

 

 

 ตอ้งการแสดงใหเ้ห็นวา่      𝐸 =
𝑁0ℎ𝜈𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄

(1−𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )
2   (3) 

เนื่องจาก        𝐸 = ∑ 𝐸𝑛 = 𝐸1 + 𝐸2 + ⋯𝑛  

             = 𝑁1ℎ𝜈 + 𝑁2(2ℎ𝜈) + 𝑁3(3ℎ𝜈) + ⋯  

                            = (𝑁0𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )ℎ𝜈 + (2𝑁0𝑒−2ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )ℎ𝜈 + (3𝑁0𝑒−3ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )ℎ𝜈 + ⋯      (4) 

คณูทัง้สองขา้งของสมการดว้ย  𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄  

                           𝐸𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄  = (𝑁0𝑒−2ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )ℎ𝜈 + (2𝑁0𝑒−3ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )ℎ𝜈 + (3𝑁0𝑒−4ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )ℎ𝜈 + ⋯         (5) 

 

(3) – (5): 𝐸 −  𝐸𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ =(𝑁0𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )ℎ𝜈(1 + 𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ + 𝑒−2ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ + 𝑒−3ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ ) + ⋯ 

 

𝐸 =
𝑁0ℎ𝜈𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄

(1−𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )
2    (6) 
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ดงันัน้ average energy per oscillator เขยีนไดเ้ป็น 

 𝜀̅ =
𝐸

𝑁
=

𝑁0ℎ𝜈𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄

(1−𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ )
2

𝑁0

1−𝑒−ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄

=
ℎ𝜈

𝑒ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ −1
 

 

เมื่อ   ℎ𝜈 ≪ 𝑘𝑇   เราพบวา่    𝑒ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄ ≈ 1 + ℎ𝜈 𝑘𝑇⁄  

   ∴ 𝜀̅ = 𝑘𝑇     # 


